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Kapitola 1 Metody výpo£tu nejistot
V metrologii jsou p°eváºn¥ pouºívány dv¥ metody výpo£tu nejistot:
• GUM Un
ertainty Framework (GUF), popsaná v dokumentuGuide to the Expression of Un
ertainty in Measurement (GUM), 1995
• Metoda Monte Carlo (MMC), popsaná v dokumentu Evaluation of mea-surement dat � Suplement 1 to the "Guide to the expression of un
erta-inty in measurement"� Propagation of distributions using a Monte Carlomethod, 2008Tyto dokumenty jsou dostupné online na stránká
h Bureau international despoids et mesures (BIPM):http://www.bipm.org/en/publi
ations/guides/gum.html



Kapitola 2 Metoda GUF
Tato metoda vy
hází z klasi
kého p°ístupu výpo£tu 
hyb, a je upravena prode�ni
i a pojmosloví nejistot. Metoda pouºívá pojem standardní nejistota,která není závislá na p·vodu. To znamená, ºe nejistoty získané vzorkovánímnáhodné veli£iny nebo jiným zp·sobem jsou rovno
enné. Nejprve je t°ebaznát model m¥°ení ve tvaru

y = f(x1, . . . , xN), (2.1)kde y je hledaná veli£ina a xi jsou vstupní (m¥°ené nebo jinak zji²t¥né)veli£iny. Pomo
í modelu m¥°ení a zákona ²í°ení nejistoty jsou vypo£teny 
it-livostní koe�
ienty, odhad hledané veli£iny a standardní nejistota hledanéveli£iny.Aby bylo moºné pouºít metodu GUF, je t°eba znát minimáln¥ následují
ívzor
e:1. Výpo£et standardní nejistoty u(xi) (tzv. typu A) vzorkováním náhodnéveli£iny:
u2(xi) =

1

n(n− 1)

∑

i

(qi − q)2, (2.2)kde n je po£et vzork· a q jsou hodnoty vzork·.2. Výpo£et standardní nejistoty z p°edpokládaný
h rozd¥lení (tzv. typu B).Nap°íklad pokud p°edpokládáme rovnom¥rné rozd¥lení náhodné veli£iny,standardní nejistota je rovna:
u2(xi) = a2/3, (2.3)kde a jsou meze rovnom¥rného rozd¥lení. Pokud je uvaºováno trojúhel-níkové rozd¥lení, std. nejistota se vypo£te jako
u2(xi) = b2/6, (2.4)kde b jsou meze trojúhelníkového rozd¥lení.



3. Výpo£et 
itlivostní
h koe�
ient· ci dle vztahu:
ci =

∂f

∂xi

. (2.5)4. Výpo£et standardní nejistoty u(Y ) výstupní veli£iny Y pomo
í zákona²í°ení nejistoty, jenº je dán vztahem:
u2(y) =

∑

i

c2iu
2(xi). (2.6)

u2
c(y) =

∑

i

(

∂f

∂xi

)2

u2(xi). (2.7)5. Pokud je funk
e f významn¥ nelineární, je t°eba k výrazu u2(y) p°ipo-£ítat druhý °ád Taylorova rozvoje vlivu veli£iny na výstupní veli£inu:
∑

j

∑

i

(

1

2

(

∂2f

∂xi∂xj

)2

+
∂f

∂xi

∂3f

∂xi∂x2
j

)

u2(xi)u
2(xj). (2.8)6. V p°ípad¥ korelovaný
h vstupní
h veli£in je t°eba k výrazu u2(y) p°ipo-£ítat korek
i

2
∑

i

∑

j

∂f

∂xi

∂f

∂xj

u(xi, xj). (2.9)7. Efektivní stupe¬ volnosti lze získat Wel
h-Satterwaithovým vztahem
νeff =

u4
c(y)

∑

i

u4

i
(y)
νi

, (2.10)kde νi jsou stupn¥ volnosti nejistot u(xi).8. Koe�
ient pokrytí k je ur£en pomo
í studentova rozd¥lení jako:
1− α =

∫ t1−α

− inf

f(t, νeff)dt, (2.11)kde k = tp, p = 1 − 2α a f(t, ν) je kumulativní rozd¥lova
í funk
estudentova rozd¥lení.9. Roz²í°ená nejistota U je ur£ena jako:
U = kuc(y) (2.12)5



10. Pak lze tvrdit, ºe výsledek m¥°ení je Y = y±U a pravá hodnota náhodnéveli£iny Y ′ leºí s pravd¥podobností p v intervalu:
Y − U ≤ Y ′

≥ Y + U (2.13)Tento matemati
ký aparát m·ºe být pro n¥které p°ípady naprosto nevhodný,je t°eba se dopou²t¥t mnoha zjednodu²ení a aproxima
í. Pro významnou £ástlidí, kte°í nejsou profesionální metrologové, je naví
 tento aparát pom¥rn¥komplikovaný.
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Kapitola 3 Metoda Monte Carlo
MMC je t°ída algoritm· pro simula
i systém·. Pouºívá opakované vzorkovánínáhodné veli£iny pro simula
i náhodný
h d¥j·. Metoda je pouºívána pro°e²ení diferen
iální
h rovni
 nebo po£ítání ur£itý
h integrál·. Pomo
í tétometody se úsp¥²n¥ da°í simulovat experimenty, které jiné metody nedokáºouúsp¥²n¥ vy°e²it, jako jsou °et¥zové ²t¥pné reak
e, difuze plyn· nebo proud¥nítekutin za spe
iální
h podmínek. Metodu lze také vyuºít pro výpo£et nejistot.Metodu Monte Carlo vyvinuli John von Neumann, Stanislaw Ulam a Ni
holasMetropolis kolem roku 1940 v Los Alamos b¥hem vývoje atomové bomby.S. Ulam m¥l my²lenku pouºívání náhodný
h £ísel pro simula
i experimentu,von Neumann pouºil metodu generování náhodný
h £ísel místo do té dobypouºívaného seznamu náhodný
h £ísel, a Metropolis vypra
oval algoritmyvýpo£t·.Metoda byla pojmenována po m¥st¥ Monte Carlo v Monaku, kde Ulam·vstrý
 £asto prohrával peníze v místním proslaveném kasinu.Metoda spo£ívá v °ízeném generování náhodný
h £ísel a opakované simula
iexperimentu. Dá se pouºít nap°íklad i pro výpo£et £ísla π = 3, 14159 . . ..M¥jme jednotkový £tvere
 (strany o velikosti 1), ve kterém je vepsaný jed-notkový kruh (polom¥r kruhu je 1). Dále umis´ujme do £tver
e body. Obsahkruhu je S1 = πr2, obsah £tver
e je S2 = r2. Ozna£me 
elkový po£et bod·ve £tver
i jako N , a po£et bod·, které jsou v ve £tver
i i v kruhu jako M .Pak platí:

S1

S2
=

πr2

r2
=

M

N
⇒ π =

M

N
(3.1)Pokud jsou body do £tver
e umis´ovány náhodn¥ (tj. generujeme náhodná£ísla sou°adni
 bod·), pro stoupají
í po£et náhodn¥ umíst¥ný
h bod· dosta-neme £íslo π p°esn¥ji, viz následují
í tabulka:po£et bod·: 101 102 103 104 105 106výpo£et: 2,4 3,08 3,18 3,1426 3,14232 3,1419od
hylkaod π: 0, 74 0, 062 −3.8 · 10−2 −1.0 · 10−3 −7.3 · 10−4 −3.1 · 10−4Se zv¥t²ují
ím se po£tem bod· klesá od
hylka od pravé hodnoty π. Zvý²ením°ádu opakování získáme obvykle jednu 
ifru π. Tato metoda není mo
 ú£inná,



slouºí pouze pro ukázku, ºe generováním náhodný
h £ísel (pozi
 bod· ve£tver
i) lze získat konkrétní výsledky. Moderní itera£ní metody získají 5 
ifer
π kaºdým výpo£etním krokem.Náhodná £ísla musí být opravdu náhodná. Kdyby
hom m¥li nap°íklad gene-rovat body poblíº st°edu kruhu, po£et bod· v kruhu by se rovnal 
elkovémupo£tu bod·. S libovolným po£tem vygenerovaný
h bod· by
hom získali vºdyhodnotu 1 místo 3,14. . . .
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Kapitola 4 Výpo£et nejistot MMC
Nejistoty se vypo£ítají pomo
í MMC následují
ím postupem:1. Nejprve je t°eba vytvo°it model m¥°ení y = f(x1, . . . , xN). Pro kaºdouvstupní veli£inu Xi je t°eba ur£it hustotu pravd¥podobnosti její nejis-toty u(xi). Tyto údaje je nutné znát pro metodu GUF i MMC. Dále jet°eba si zvolit po£et opakování metody Monte Carlo M a poºadovanoupravd¥podobnost pokrytí výstupní veli£iny p.2. Pro kaºdou vstupní veli£inu Xi je t°eba vygenerovat M náhodný
h £ísel

x1
i , . . . , x

M
i podle hustoty rozd¥lení nejistot. Dohromady je tedy vygene-rováno M ·N náhodný
h £ísel.3. Do modelu m¥°ení jsou dosazovány vygenerovaná náhodná £ísla: yj =

f(xj
1, . . . , x

j
N). Tak je získáno M výsledný
h hodnot y1, . . . , yM .4. Se°azením hodnot yj je získán histogram výstupní veli£iny Y neboli dis-krétní hustota pravd¥podobnosti a diskrétní distribu£ní funk
e.5. Je ur£ena nejpravd¥podobn¥j²í hodnota Y (obvykle vr
hol histogramu).6. Je ur£ena nejistota odpovídají
í poºadované pravd¥podobnosti pokrytí.Nejistota je ur£ena mezemi plo
hy pod k°ivkou hustoty pravd¥podob-nosti Y obsahují
í p podíl z 
elkové plo
hy pod k°ivkou hustoty pravd¥-podobnosti YUr£ení nejistoty z histogramu, neboli hustoty pravd¥podobnosti rozd¥lova
ífunk
e je zobrazeno na následují
ím obrázku.



Pro zvolenou pravd¥podobnost pokrytí nalezneme takový podíl plo
hy podk°ivkou ku 
elé plo²e pod k°ivkou, odpovídají
í dané pravd¥podobnosti. Okra-je nalezené plo
hy ur£ují interval nejistot. Zobrazeno je normální rozd¥lení,pro které pravd¥podobnost 68,27% odpovídá standartnímu rozptylu ze v²e
hhodnot vypo£tený
h metodou Monte Carlo y1, . . . , yM .Hodnota M po£tu opakování MMC lze ur£it i v pr·b¥hu výpo£tu: s metodouMMC pokra£ujeme tak dlouho, dokud nedosáhneme konvergen
e a zm¥nanejistoty výstupní veli£iny je men²í neº poºadovaná p°esnost (obvykle dv¥
ifry). Pro v¥t²inu výpo£tu nejistot sta£í hodnota M rovna 106.
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Kapitola 5 Srovnání GUF a MMC
Výhody a nevýhody MMC jsou:
• MMC umoºnuje po£ítat nejistoty i s komplikovanými rozd¥leními vstup-ní
h veli£in, jako je rozd¥lení tvaru U, nesymetri
ká rozd¥lení atd.
• Lze po£ítat s komplexními £ísly.
• Není pot°eba derivovat, zjednodu²ovat model m¥°ení a dopou²t¥t se zjed-nodu²ení p°i výpo£te
h.
• Není t°eba odhadovat a po£ítat stupn¥ volnosti jako v metod¥ GUF.
• Nevýhodou MMC je nutnost mít kvalitní generátor náhodný
h £ísel a vhodnýsoftware.
• Nelze spo£ítat ani jednodu
hé nejistoty na papí°e.
• Z metody MMC se obtíºn¥ získávají 
itlivostní koe�
ienty.Metodou GUF v p°ípad¥ komplikovaný
h model· m¥°ení dostaneme pod
e-n¥nou nejistotu, 
oº m·ºe zp·sobit závaºné problémy. Nap°íklad ukázkovýp°íklad v Guide to the Expression of Un
ertainty in Measurements, AnnexH, p°íklad kon
ový
h m¥rek:Výsledek získaný metodou GUF je:

δL = (838± 62) nm, k = 2, t-rozd¥lení, p = 95, 45%.Ov²em výsledek získaný MMC je:
δL = (838± 67) nm, p = 95, 45%, 53× 104 opakování.Tento pom¥rn¥ komplikovaný p°íklad z praxe obsahuje vstupní veli£iny s rov-nom¥rným, trojúhelníkovým, trapezoidálním i U rozd¥lením. To zp·sobuje
hybu ve výsledku vypo£teném metodou GUF.



Kapitola 6 Software pro MMC
Hlavní p°edpoklad správnosti MMC je náhodný generátor £ísel. Moderní me-tody generování náhodný
h £ísel mají dostate£nou míru entropie pro b¥ºnévýpo£ty nejistot metodou MMC. Dále je t°eba software, který dokáºe zpra-
ovat milióny £ísel.B¥ºn¥ pouºívaný program je nap°íklad Matlab, nebo jeho open-sour
e va-rianta O
tave, p°ípadn¥ program R pro statisti
ké výpo£ty, £i OpenBUGS,který je spe
ializovaný na metodu Monte Carlo.Na trhu existuje n¥kolik program· vytvo°ený
h k po£ítání nejistot, jako jsouGum Workben
h Pro nebo Qualisyst QMSys GUM Professinal, které jsoupla
ené.V²e
hny tyto programy mají dostate£n¥ kvalitní generátor náhodný
h £ísel.Nevhodné jsou naopak tabulkové pro
esory kan
elá°ský
h balík·, protoºemilion °ádk· nebo sloup
· náhodný
h £ísel v tabul
e t¥
hto program· zp·-sobuje p°íli²né zatíºení pro
esoru i p°i nejjednodu²²í
h výpo£te
h.Nejhor²í je pouºití program· Mi
rosoft Ex
el 2000 a Ex
el 2003, které majínedostate£nou entropii náhodného generátoru £ísel. Ve verzi 2007 jiº byla
hyba opravena, ale náhodná £ísla generována vnit°ním skriptova
ím jazykemVisual Basi
 for Appli
ation (VBA) jsou stále nevhodná.
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