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Kapitola 1

Metody vypoctu nejistot

V metrologii jsou prevazné pouzivany dvé metody vypoctu nejistot:

e GUM Uncertainty Framework (GUF), popsand v dokumentu
Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement (GUM), 1995

e Metoda Monte Carlo (MMC), popsané v dokumentu Evaluation of mea-
surement dat — Suplement 1 to the "Guide to the expression of uncerta-
inty i measurement”— Propagation of distributions using a Monte Carlo

method, 2008

Tyto dokumenty jsou dostupné online na strankach Bureau international des

poids et mesures (BIPM):
http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html



Kapitola 2

Metoda GUF

Tato metoda vychazi z klasického pristupu vypoctu chyb, a je upravena pro
definici a pojmoslovi nejistot. Metoda pouziva pojem standardni nejistota,
ktera neni zavisla na ptivodu. To znamena, 7e nejistoty ziskané vzorkovanim
nadhodné veli¢iny nebo jinym zptsobem jsou rovnocenné. Nejprve je tieba
znat model méreni ve tvaru

y=f(x1,...,zN), (2.1)

kde y je hledana veli¢ina a x; jsou vstupni (méfené nebo jinak zjisténé)
veli¢iny. Pomoci modelu métreni a zakona sifeni nejistoty jsou vypocteny cit-
livostni koeficienty, odhad hledané veli¢iny a standardni nejistota hledané
veli¢iny.
Aby bylo mozné pouzit metodu GUF, je tfeba znat minimalné nasledujici
vzOorce:

1. Vypocet standardni nejistoty u(x;) (tzv. typu A) vzorkovanim nahodné
velic¢iny:

2 _ 1 —\2
u(@;) = nln—1) > (6 —-1) (2.2)
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kde n je pocet vzorkl a ¢ jsou hodnoty vzorkii.

2. Vypocet standardni nejistoty z predpokladanych rozdéleni (tzv. typu B).
Napiiklad pokud predpokladame rovnomérné rozdéleni ndhodné veliciny,
standardni nejistota je rovna:

u?(x;) = a®/3, (2.3)

kde a jsou meze rovnomérného rozdéleni. Pokud je uvazovano trojihel-
nikové rozdéleni, std. nejistota se vypocte jako

u?(x;) = b*/6, (2.4)

kde b jsou meze trojihelnikového rozdéleni.



3. Vypocet citlivostnich koeficienti ¢; dle vztahu:

of
8.@2' .

(2.5)

C, —

4. Vypocet standardni nejistoty u(Y") vystupni veli¢iny Y pomoci zdkona
Siteni nejistoty, jenz je dan vztahem:

= Z (). (2.6)

=3 (57 ) e 27

5. Pokud je funkce f vyznamné nelinedrni, je tieba k vyrazu u?(y) p¥ipo-
¢itat druhy rad Taylorova rozvoje vlivu veli¢iny na vystupni veli¢inu:

ZZ (1 (83 (%]) + gi aig;z> w?(x)u?(z5). (2.8)

6. V pifpadé korelovanych vstupnich veli¢in je t¥eba k vyrazu u?(y) p¥ipo-
¢itat korekci

of of
250 ), o9
7. Efektivni stupen volnosti Ize ziskat Welch-Satterwaithovym vztahem
4
Veff = “c@ (2.10)

kde v; jsou stupné volnosti nejistot u(x;).

8. Koeficient pokryti £k je uréen pomoci studentova rozdéleni jako:

tl—a
l—a= f(t, ve)dt, (2.11)

—inf

kde k = t,, p = 1 —2a a f(t,v) je kumulativni rozdélovaci funkce
studentova rozdéleni.

9. Rozsifena nejistota U je urcena jako:

U = kuc(y) (2.12)
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10. Pak lze tvrdit, Ze vysledek méteni je Y = y£U a prava hodnota ndhodné
veli¢iny Y’ lezi s pravdépodobnosti p v intervalu:

Y-U<Y >Y+U (2.13)

Tento matematicky aparat miize byt pro nékteré pripady naprosto nevhodny,
je tfeba se dopoustét mnoha zjednoduseni a aproximaci. Pro vyznamnou ¢ést
lidi, kteri nejsou profesiondlni metrologové, je navic tento aparat pomérné
komplikovany.



Kapitola 3

Metoda Monte Carlo

MMC je tiida algoritmii pro simulaci systémii. Pouziva opakované vzorkovani
nadhodné veli¢iny pro simulaci ndhodnych déji. Metoda je pouzivana pro
reSeni diferencidlnich rovnic nebo pocitani urcitych integrali. Pomoci této
metody se tspésné daii simulovat experimenty, které jiné metody nedokazou
uspésné vyftesit, jako jsou retézové stépné reakce, difuze plyni nebo proudéni
tekutin za specidlnich podminek. Metodu lze také vyuzit pro vypocet nejistot.
Metodu Monte Carlo vyvinuli John von Neumann, Stanislaw Ulam a Nicholas
Metropolis kolem roku 1940 v Los Alamos béhem vyvoje atomové bomby.
S. Ulam mél myslenku pouzivani nahodnych ¢isel pro simulaci experimentu,
von Neumann pouzil metodu generovini ndhodnych ¢isel misto do té doby
pouzivaného seznamu nédhodnych ¢isel, a Metropolis vypracoval algoritmy
vypocCtu.
Metoda byla pojmenovana po mésté Monte Carlo v Monaku, kde Ulamuv
stryc ¢asto prohraval penize v mistnim proslaveném kasinu.
Metoda spociva v rizeném generovani nahodnych ¢isel a opakované simulaci
experimentu. Da se pouzit napriklad i pro vypocet ¢isla 7 = 3,14159.. ..
Mégjme jednotkovy ¢tverec (strany o velikosti 1), ve kterém je vepsany jed-
notkovy kruh (polomér kruhu je 1). Déle umistujme do ¢tverce body. Obsah
kruhu je S; = mr?, obsah ¢tverce je Sy = r?. Oznaéme celkovy pocet bodii
ve ¢tverci jako IV, a pocet bodi, které jsou v ve ¢tverci i v kruhu jako M.
Pak plati: ,

%:%:%:w:% (3.1)
Pokud jsou body do ¢tverce umistovany ndhodné (tj. generujeme nahodna
¢isla souradnic bodi), pro stoupajici pocet nahodné umisténych bodi dosta-
neme ¢islo m presnéji, viz néasledujici tabulka:

pocet bodi: | 10! 102 103 104 10° 106
vypocet: 2,4 | 3,08 3,18 3,1426 3,14232 3,1419
odchylka

od m: 0,740,062 | =3.8-107%2| -1.0-107% | —7.3-107* | =3.1-10~*

Se zvétsujicim se poc¢tem bodiu klesa odchylka od pravé hodnoty 7. ZvySenim
radu opakovani ziskame obvykle jednu cifru 7. Tato metoda neni moc u¢inné,



slouzi pouze pro ukézku, 7e generovanim néhodnych ¢isel (pozic bodu ve
¢tverci) lze ziskat konkrétni vysledky. Moderni itera¢ni metody ziskaji 5 cifer
7 kazdym vypocetnim krokem.

Nahodna ¢isla musi byt opravdu nahodna. Kdybychom méli napriklad gene-
rovat body pobliz stfedu kruhu, pocet bodt v kruhu by se rovnal celkovému

poc¢tu bodii. S libovolnym poc¢tem vygenerovanych bodi bychom ziskali vzdy
hodnotu 1 misto 3,14. ...



Kapitola 4

Vypocet nejistot MMC

Nejistoty se vypocitaji pomoci MMC nasledujicim postupem:

1.

Nejprve je tieba vytvorit model méfeni y = f(zy,...,xy). Pro kazdou
vstupni veli¢cinu X; je tfeba urc¢it hustotu pravdépodobnosti jeji nejis-
toty u(z;). Tyto udaje je nutné znat pro metodu GUF i MMC. Déle je
treba si zvolit pocet opakovani metody Monte Carlo M a pozadovanou
pravdépodobnost pokryti vystupni veli¢iny p.

. Pro kazdou vstupni veli¢inu Xj; je tfeba vygenerovat M nahodnych ¢isel

z}, ..., 2M podle hustoty rozdélent nejistot. Dohromady je tedy vygene-

rovano M - N nahodnych ¢isel.

. Do modelu méfeni jsou dosazovany vygenerovand nédhodnd cisla: y; =

f(x{, e :E?V) Tak je ziskdno M vyslednych hodnot yy, ..., yu.

. Sefazenim hodnot y; je ziskan histogram vystupni veli¢iny Y neboli dis-

krétni hustota pravdépodobnosti a diskrétni distribuc¢ni funkce.

. Je uréena nejpravdépodobnéjsi hodnota Y (obvykle vrchol histogramu).

. Je urc¢ena nejistota odpovidajici pozadované pravdépodobnosti pokryti.

Nejistota je urcena mezemi plochy pod kiivkou hustoty pravdépodob-
nosti Y obsahujici p podil z celkové plochy pod kiivkou hustoty pravdeé-
podobnosti Y

Urceni nejistoty z histogramu, neboli hustoty pravdépodobnosti rozdélovaci

funkce je zobrazeno na nésledujicim obréazku.




Pro zvolenou pravdépodobnost pokryti nalezneme takovy podil plochy pod
kiivkou ku celé plose pod kiivkou, odpovidajici dané pravdépodobnosti. Okra-
je nalezené plochy urcuji interval nejistot. Zobrazeno je normalni rozdéleni,
pro které pravdépodobnost 68,27% odpovida standartnimu rozptylu ze vSech
hodnot vypoctenych metodou Monte Carlo w1, ..., yar.

Hodnota M poc¢tu opakovani MMC lze urcit i v priubéhu vypoctu: s metodou
MMC pokracujeme tak dlouho, dokud nedosahneme konvergence a zména
nejistoty vystupni veli¢iny je mensi nez pozadovana presnost (obvykle dvé
cifry). Pro vétsinu vypoctu nejistot staci hodnota M rovna 10°.
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Kapitola 5

Srovnani GUF a MMC

Vyhody a nevyhody MMC jsou:

e MMC umoznuje pocitat nejistoty i s komplikovanymi rozdélenimi vstup-
nich veli¢in, jako je rozdélenf tvaru U, nesymetricka rozdélenf atd.

e Lze pocitat s komplexnimi ¢isly.

e Neni potieba derivovat, zjednodusovat model méreni a dopoustét se zjed-
noduseni pii vypoctech.

e Neni tfeba odhadovat a pocitat stupné volnosti jako v metodé GUF.

e Nevyhodou MMC je nutnost mit kvalitni generator nahodnych ¢isel a vhodny
software.

e Nelze spocitat ani jednoduché nejistoty na papire.
e 7 metody MMC se obtizné ziskavaji citlivostni koeficienty.

Metodou GUF v pripadé komplikovanych modelti méreni dostaneme podce-
nénou nejistotu, coz mize zpisobit zavazné problémy. Napiiklad ukazkovy
priklad v Guide to the Expression of Uncertainty in Measurements, Annex
H, priklad koncovych mérek:

Vysledek ziskany metodou GUF je:

0L = (838 + 62) nm, k = 2, t-rozdéleni, p = 95,45%.
Ovsem vysledek ziskany MMC je:
6L = (838 £ 67) nm, p = 95,45%, 53 x 10" opakovani.

Tento pomérné komplikovany piiklad z praxe obsahuje vstupni veli¢iny s rov-
nomérnym, trojihelnikovym, trapezoidalnim i U rozdélenim. To zptisobuje
chybu ve vysledku vypocéteném metodou GUF.



Kapitola 6

Software pro MMC

Hlavni pfedpoklad spravnosti MMC je ndhodny generator ¢isel. Moderni me-
tody generovani ndhodnych ¢isel maji dostatecnou miru entropie pro bézné
vypocty nejistot metodou MMC. Dale je tieba software, ktery dokéze zpra-
covat miliony ¢isel.

Bézné pouzivany program je napiiklad Matlab, nebo jeho open-source va-
rianta Octave, pripadné program R pro statistické vypocty, ¢i OpenBUGS,
ktery je specializovany na metodu Monte Carlo.

Na trhu existuje nékolik programu vytvorenych k pocitani nejistot, jako jsou
Gum Workbench Pro nebo Qualisyst QMSys GUM Professinal, které jsou
placené.

Vsechny tyto programy maji dostatecné kvalitni generator ndhodnych éisel.
Nevhodné jsou naopak tabulkové procesory kanceléiskych baliki, protoze
milion fadki nebo sloupctt nahodnych ¢isel v tabulce téchto programu zpu-
sobuje prilisné zatizeni procesoru i pti nejjednodussich vypoctech.

Nejhorsi je pouziti programt Microsoft Excel 2000 a Excel 2003, které maji
nedostate¢nou entropii nahodného generdtoru cisel. Ve verzi 2007 jiz byla
chyba opravena, ale ndhodna ¢isla generovana vnitinim skriptovacim jazykem
Visual Basic for Application (VBA) jsou stéle nevhodna.
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